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Аннотация
Рассмотрена задача рассеяния монохроматической световой волны, распространяющейся в ли­
нейной оптической среде на плоском ультратонком оптическом слое (волноводе) с нелинейным 
откликом. Математическая формулировка модели представляет собой одномерную краевую за­
дачу для нелинейного уравнения Шредингера. Нелинейность в уравнении учитывается только 
внутри волновода. Подробно проанализирован случай нелинейности керровского типа. Также 
рассмотрен случай нелинейности произвольного вида, позволяющий получить результаты в об­
щем виде. Показано, что возможно полное прохождения волны через плоский дефект. Опреде­
лены условия реализации резонанса. Установлено, что полное прохождение волны при ненуле­
вых параметрах дефекта может возникать только при учете нелинейных свойств дефекта.
Abstract
The scattering problem of a monochromatic light wave propagating in a linear optical medium on a 
plane ultrathin optical layer (waveguide) with a nonlinear response is considered. The mathematical 
formulation of the model reduces to a one-dimensional boundary-value problem for the nonlinear 
Schrodinger equation. The nonlinearity in the equation is taken into account only inside the waveguide. 
The case of Kerr nonlinearity is analyzed in detail. We also consider the case of nonlinearity of an 
arbitrary form, which makes it possible to obtain results in a general form. It is shown that it is possible 
to completely propagate the wave through a flat defect. The conditions of resonance realizing are de­
termined. It is derived that complete wave propagation with nonzero defect parameters can occur only 
when the nonlinear properties of the defect are taken into account.
Ключевые слова: уравнение Шредингера, задача рассеяния, коэффициент прохождения, коэф­
фициент отражения, плоский дефект, граница раздела сред, волны.
Keywords: Schrodinger equation, scattering problem, transmission coefficient, reflection coefficient, 
planar defect, interface, waves.
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Введение
Большое значение в теории нелинейных явлений в кристаллах играет изучение осо­
бенностей рассеяния волн и других возбуждений различными дефектами кристаллической 
структуры, в том числе границами раздела сред. Математическое моделирование таких про­
цессов проводится с использованием нелинейных дифференциальных уравнений с част­
ными производными [1, 2 ].
В оптических слоистых средах плоскими дефектами можно считать очень узкие 
слои, показатели преломления света в которых существенно отличаются от показателей 
преломления в широких слоях [3]. Тогда такие границы раздела слоев играют роль волно­
водов.
Если показатель преломления зависит от квадрата амплитуды напряженности 
электрического поля, то такая среда считается керровской (в ней наблюдается эффект 
Керра) [4, 5]. Волны электромагнитной природы в керровской среде описываются нели­
нейным уравнением Шредингера (НУШ) [6]. Показатель преломления среды может за­
висеть от частоты волны и амплитуды напряженности электрического поля иным обра­
зом и тогда говорят, что соответствующая среда характеризуется некерровской нели­
нейностью [7, 8, 9].
Рассеяние нелинейных волн плоскими дефектами рассматривалось достаточно де­
тально [10, 11]. Также изучены особенности взаимодействия линейных волн с дефектами, 
характеризующимися собственной внутренней структурой, способной влиять на волновод­
ные свойства границ раздела сред, рассеяния и локализации [12-15]. Различные особенно­
сти динамики одномерных дискретных систем с взаимодействием не только ближайших 
соседей и роль высшей дисперсии в солитонной динамике рассматривались в работах [ 16­
22]. Локализация на границе раздела линейной и нелинейной сред с учетом конечной ин­
тенсивности взаимодействия возбуждения с плоским дефектом описана в [23]. В [25-27] 
анализировались особенности взаимодействия вблизи дефекта связанных солитонных со­
стояний, относящихся различным состояниям системы в двухуровневой системе.
В последнее время возник интерес к рассмотрению таких дефектов, которые харак­
теризуются дополнительным нелинейным откликом [28-34]. В [29] рассматривался случай, 
когда нелинейные свойства среды учитывалась только внутри тонкого слоя, играющего 
роль нелинейного волновода. Были описаны возможные локализованные состояния, возни­
кающие в оптически линейной среде вблизи нелинейного волновода.
В данной работе предлагается теоретическое описание новых особенностей рассеяния 
линейных волн нелинейным дефектом. Использование локального потенциала в короткодей­
ствующем приближении, который характеризуется одним параметром, не в полной мере поз­
воляет анализировать взаимодействие, обусловленное физическими свойствами дефекта, с 
локальными возмущениями параметров среды, образующимися вблизи него [12-15].
Для описания новых особенностей рассеяния возбуждений в слоистых структурах, 
учитывающих нелинейные свойства границ раздела слоев, в данной работе предлагается 
использовать нелинейный потенциал с квадратичной нелинейностью относительно иско­
мого поля, который применялся в [28-34]. При наличии слабой связи между плоскопарал­
лельными волноводами, амплитуда поля в которых существенно превышает усредненное 
значение амплитуды поля во всем кристалле, нелинейные слагаемые в УШ учитывались в 
внутри самих волноводов [28, 29].
1. Уравнения модели
Будем рассматривать кристалл, внутри которого находится плоский дефект в плос­
кости yz, проходящий через начало координат перпендикулярно оси х.
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Предполагается, что возмущение параметров среды, создаваемое плоским дефектом, 
может считаться локальным, поскольку оно сосредоточено на расстояниях, которые 
намного меньше характерных размеров рассматриваемых возбуждений.
Рассмотрим процессы распространения возбуждений вблизи поверхности на основе
НУШ:
2 ' I r - i l ^ x . M 2) -  <»
где U(x ,|у| ) -  потенциал, описывающий характер взаимодействия возбуждений плоским
дефектом. Если считать, что тонкая прослойка, рассматриваема как плоский дефект, обла­
дает нелинейностью керровского типа, то его нелинейные свойства будем описывать одно­
мерным потенциалом в виде [28-34]:
U (x ,Н 2) = { U  + W0Iу|2}6 (x) , (2)
где 5(x) -  дельта функция Дирака, U0 -  интенсивность взаимодействия возбуждения с де­
фектом, расположенным в начале координат (иногда данная величина называется «мощно­
стью» дефекта). При U0 > 0 возбуждение отталкивается от дефекта, а при U0 < 0 -  притяги­
вается. W 0 -  параметр нелинейности дефекта, положительное значение которого соответ­
ствует дефокусировке, а отрицательное -  самофокусировке в тонком дефектном слое.
Уравнение (1) потенциалом в виде (2) моделирует динамику светового поля вблизи 
тонкого плоского волновода. Нелинейность оптической среды учитывается только внутри 
волновода [29].
Будем рассматривать только стационарные состояния с энергией Е, определяемые 
из стационарного УШ, получаемого из (1) после подстановки в него волновой функции в 
виде
H(x, t) = y(x)exp(-iEt).
Стационарное УШ принимает вид:
Н  + {k2 + U0 + W  |н| 2}5 (x )h  = 0 ,  (3)
где k2=2E.
Уравнение (3) с двумя параметрами U0 и W 0 использовалось при формулировке мо­
дели оптической системы, в которой периодическая модуляция линейного показателя пре­
ломления сочетается с пространственно-неоднородной нелинейностью, представленной пе­
риодической решеткой Кронига-Пенни с одиночным нелинейным дефектом -  тонкослой­
ным нелинейным волноводом [28].
Решение УШ (3) с потенциалом эквивалентно нахождению решения контактной кра­
евой задачи для УШ без потенциала:
Н  + k 2Н = 0 ,  (4)
с двумя граничными условиями сопряжения в точке x=0 , через которую проходит плос­
кость дефекта. Непрерывность волновой функции определяет первое (стандартное) гранич­
ное условие:
Н(-0) = Н+0) = Н , (5)
где н  -  амплитуда колебаний поля в плоскости дефекта.
Если проинтегрировать обе части уравнения (3) по x на малом интервале [-s; в] и 
устремить затем в к нулю, то в результате можно получить второе граничное условие [29]:
2Л
Н(+0) - Н (-0) = 2Н0{U0 + W0H0I }. (6)
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Таким образом, математическая формулировка нахождения стационарных колеба­
тельных состояний в рамках предложенной модели сводится к решению краевой задачи на 
полуоси для УШ (4) с граничными условиями (5, 6).
2. Рассеяние линейны х волн дефектом с керровской нелинейностью
При E>0 будем искать решение УШ в постановке задачи рассеяния [35]:
\e'kx + re~'kx, x < 0 
k (x ) = U e -  x > 0  (7)
где амплитуда r связана с коэффициентом отражения:
I i2
R  = |(| , (8)
амплитуда колебаний поля в плоскости дефекта ко связана с коэффициентом прохождения:
:  = к  о|2 . (9)
Для упругого рассеяния коэффициенты отражения и прохождения связаны извест­
ным условием:
R + T = 1.
Подстановка решения (7) в граничные условия (5) и (6) приводит к системе алгебра­
ических уравнения для амплитуд рассеяния:
ко = 1 + r  , ( 10)
'к (ко —1) = { и о + W0|ко|2} . ( 11)
Видно, что данная система имеет решение
ко=1, r=0
при условии
I ко I 2 = —Uo /Wo.
Из этого условия следует, что параметры дефекта должны быть связаны: Uo = —Wo.
Такое решение при указанном условии описывает полное отражение, когда
T = 1, R = 0.
Данные условия соответствуют непрерывности производных поля к  в плоскости де­
фекта.
Однако, в случае дефекта без нелинейного отклика, когда W 0=0 , такое полное про­
хождения при ненулевой мощности дефекта U0 а, следовательно, и при ненулевой энергии, 
невозможно. Поэтому, полное прохождение волны при ненулевых параметрах дефекта мо­
жет возникать только при учете нелинейных свойств дефекта.
В окрестности резонанса из (10) и (11) при условии R << 1 можно получит оценку 
коэффициентов отражения и прохождения соответственно:
R = 2 ( U  + W>)2 2 . (12)
к 2 + (Uо + 3Wq)2
:  = 1 — 2 (U> + W>)2 2 . (13)к2 + (Uо + 3Wq)2
В случае плоского дефекта без нелинейного отклика, когда W 0=0 , из (12) получается 
хорошо известный коэффициент отражения в задаче рассеяния для УШ с короткодейству­
ющим дельта-функционным потенциалом [35]:
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R = 7 0 ? , (14)k2 + U02 ’ v '
для которого полное прохождение возможно только при U0=0 .
3. Рассеяние линейны х волн дефектом с произвольной нелинейностью
Рассмотрим теперь случай, когда внутри волновода нелинейность является произ­
вольной. Тогда потенциал (2) примет вид:
U  (x, Н  2) = {U0 + W0. f  (  Н 2)}6 ( x ) , (15)
где функция f  (| Н 2) определяет вид зависимости от интенсивности поля. Очевидно, что 
она должна быть непрерывной и ограниченной в окрестности плоскости дефекта. Из физи­
ческих соображений она должны быть положительной при положительном значении аргу­
мента.
Для оптической среды с керровской нелинейностью f  (| у|2) = Н 2 и (15) переходит в
(6). Можно привести другие физические примеры конкретного вида функции f  (|у|2) . В
частности, для фоторефрактивного кристалла в результате действия диффузного механизма 
нелинейности добавка к показателю преломления приводит к функции вида:
f  (| Н2) -  1 ,(x)I  (x) +1„
где I(x)<x | Н0 12 -  интенсивность светового потока, Id -  темновая интенсивность [7].
Диэлектрическая функция нелинейной среды, зависящая от частоты и амплитуды  
электрического поля распространяющейся волны в полупроводнике с экситон-фотонным 
взаимодействием и оптической экситон-биэкситонной конверсии, приводит к функции 
вида [8]:
f  (| Н 2) ^  1 -
a l l
(I0 - 1 (x ))2
где I0 -  интенсивность, определяемая расстройкой резонанса для частоты распространяю­
щейся волны относительно частоты экситонного перехода, а -  константа пропорциональ­
ности, определяемая константами оптической экситон-биэкситонной конверсии и экситон- 
фотонного взаимодействия, а также частотой расщепления экситонного состояния.
Диэлектрическая функция нелинейной оптической среды с эффектом насыщения, 
предложенная в [9] приводит к функции вида:
f  ( |Н 2 )  к  th|y |2 .
Для потенциала (15) граничное условие (6) примет вид:
Н(+0) -Н '(-0) = 2^0 {U0 + W0f  (| Н0Г )}. (16)
Подстановка (7) в (16) приводит к уравнению:
ik( н  - 1 )  = {U0 + W f  (|н02)} . (17)
Из (17) следует, что полное прохождение T=1 возможно при выполнении резонанс­
ного условия
f  (  н 0 2) = ~ U J  W0 .
Но так как Н0=1, то отсюда следует, что функция f  должна быть связана с парамет­
рами дефекта условием f  (1) = -U 0 / W0 .
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Если, к примеру, выбрать нелинейность волновода в самом простом виде, удовле­
творяющем данному требованию:
f  (|к  2) х  агс^к|2 ,
то резонансное условие реализации полного прохождения примет вид линейной связи па­
раметров дефекта: U0 = —W 0(1+4n)^ /4 , n=0 ,1,2 . ..
Заключение
На основе одномерной модели нелинейного плоского дефекта рассмотрена задача 
рассеяния линейных волн. Математическая формулировка модели представляет собой кра­
евую задачу для стационарного УШ с нелинейным граничным условием.
Проанализировано взаимодействие светового поля в линейной оптической среде с 
одним плоским волноводом, представляющим собой тонкую оптически прозрачную про­
слойку из нелинейной среды, который интерпретируется как плоский дефект. Нелиней­
ность внутри волновода рассматривалась как керровского типа, так и произвольно модули­
руемого. Приведены примеры физических случаев различных функции нелинейности.
Для всех случаев нелинейности показана возможность полного прохождения волны 
через плоский дефект и указаны условия реализации резонанса. Показано, что в случае де­
фекта без нелинейного отклика полное прохождения при ненулевой мощности дефекта U0 
а, значит, и при ненулевой энергии, невозможно. На основании этого утверждается, что 
полное прохождение волны при ненулевых параметрах дефекта может возникать только 
при учете нелинейных свойств дефекта.
Получены оценки коэффициентов отражения и прохождения соответственно в 
окрестности резонанса. Из данных выражений вытекает хорошо известный коэффициент 
отражения линейной волны от дельта-функционного потенциала для случая плоского де­
фекта без нелинейного отклика.
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